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Seccién 1: Extremos de funciones 3
1. Extremos de funciones
1.1. Maximos y minimos absolutos o globales

Si una funcién f es continua en un intervalo cerrado [a;b], alcanza un
méaximo y un minimo en dicho intervalo.

Observa las siguientes gréficas:
A A A

M M M

> >
> >

a b a b a b

\/

El méaximo y el minimo absoluto solamente pueden estar situados:
a) En puntos donde f'(x) = 0.
b) En puntos donde f’(x) no estd definida.
¢) O en los extremos del intervalo

Interesa por tanto determinar los puntos donde la derivada valga cero o bien
no esté definida. A estos puntos los llamaremos puntos criticos.
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Seccién 1: Extremos de funciones 4

e Puntos Criticos.
Definicion 1.1 Decimos que ¢ es un punto critico cuando

f'le)=0 o

Se entiende que la funcién f debe ser continua en c.

f'(¢) no existe

e Método de biisqueda de extremos globales
Para la bisqueda de los extremos globales de una funciéon f continua en
el intervalo cerrado I = [a, b] seguiremos los siguientes pasos:
1. Buscamos los puntos criticos de f en [a,b], esto es, los puntos en que
f'(x) =00 f'(x) no existe. Estos puntos serdn z1,zs, - , T,
2. Anadimos a esa lista los extremos del intervalo [a, b],

Ay L1, T2, 7xnab

3. Evaluamos la funcién en todos los puntos de esa lista.

» ATENCION : Si la funcién no es continua 4
el método anterior no es valido, ya que los
valores de la funcién en los puntos criticos
no determinan nada.

|
|
|
T
|
N\
1 »
@

a
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Seccién 1: Extremos de funciones

Ejemplo 1.1. Encontrar los puntos criticos f(z) = x? — 1 en el intervalo
[_1’ 2]

\a\ - \
Solucién: Hallamos f’, f'(x) = 2z como e

f'(x) =2z=0=2=0 CIENCIAS

se tiene que el punto ¢ = 0 es un punto critico de f en [—1,2]. O M ‘
a

Ejemplo 1.2. Encontrar los puntos criticos f(z) = z? — 1 en el intervalo
[1,2]
Solucién: Hallamos f’, f'(x) = 2z como

fl@)=22=0=2=0 <
como ¢ =0 ¢ [1,2] la funcién f no tiene puntos criticos en [1,2]. O <Qﬂ
Ejemplo 1.3. Encontrar los puntos criticos en el intervalo [—1, 1] de >
f(@) = a| o
Solucion: Siendo =
w={ 7 50 3
Hallamos f,
Como f'(07) = —1y f/(0%) = 1 son distintas, f'(0), no existe y = = 0 es el <
tinico punto critico de f en [—1,1]. ml.
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Seccién 1: Extremos de funciones

Ejemplo 1.4. Encontrar en el intervalo [—1, 2] los valores extremos de
fx)=2%2-1

Solucion:

Hallamos f’, f'(z) = 2 como
flz)=22=0=2=0
se tiene que el punto ¢ = 0 es el
unico punto critico de f en [—1,2].
Realizamos una tabla con los ex-
tremos del intervalo y los criticos
encontrados
x -1 0 2
f(z) 0 -1 3

Los valores extremos absolutos en
[—1,2] son:

Tmin =0 Trmaz = 2
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Seccién 1: Extremos de funciones

Ejemplo 1.5. Encontrar los valores extremos en el intervalo [—1,1] de

Solucion:
Siendo
—r <0
f(z) = { z x>0

f’(x):{ —11 r<0

x>0

f(z) = ||

1/(0), no existe y x = 0 es el tinico

punto critico de f en [—1,1].
T -1 0 1
f@ | 1 0 1

Los valores extremos en [—1,1]

SOon:

Tnin =0 Tmazl = —1

Tmaz2 = 1

¥y
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Seccién 1: Extremos de funciones 8

Ejercicio 1. Encontrar en el intervalo [—1, 2] los valores extremos de

1z
1@ =153

Ejercicio 2. Encontrar en el intervalo [—2, 2] los valores extremos de

1
=1

Test. Responde a las siguientes preguntas.

1. Si la tangente a f(x) en el punto (a, f(a)) es horizontal, entonces se
cumple que f'(a) =0

(a) Verdadero (b) Falso

2. Si existen f'(a”) y f'(a™) entonces existe f'(a)
(a) Verdadero (b) Falso

3. Si z = a es un extremo local de f entonces f'(a) =0
(a) Verdadero (b) Falso

4. Si x = a es un extremo global de f entonces f'(a) =0
(a) Verdadero (b) Falso
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Seccién 1: Extremos de funciones 9

1.2. Maximos y minimos relativos o locales
Definicién 1.2 (Extremos Locales) Sea f una funcién continua definida
en [a,b], y sea c € [a,b],
1. Minimo Local Decimos que ¢ es un minimo local de f si hay un intervalo
abierto J conteniendo a ¢ donde se verifica
f(x) > f(e) x € JNJa,b

2. Maximo Local Decimos que ¢ es un mdaximo local de f si hay un inter-
valo abierto J conteniendo a ¢ donde se verifica

f(z) < f(e) x € JNJa,b
Definicién 1.3 (Extremos Globales) Sea f una funcién con Dom(f), y

sea ¢ € Dom(f),

1. Minimo Global Decimos que ¢ es un minimo global de f en Dom(f), si
verifica

f(x) = f(e)  Vz € Dom(f)

2. Mazimo Global Decimos que ¢ es un mdzimo global de f en Dom(f),
st verifica

f(x) < fle) Vo e Dom(f)
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Seccién 1: Extremos de funciones 10

En el gréfico se representa una funcién y = f(x) continua en el intervalo
[a,b], ¥ se detallan los extremos locales y globales:
M

z1 minimo global To maximo local
r3 minimo local T4 maximo global

» ATENCION Observar que en los extremos locales la derivada vale cero o no
existe. Vamos a llamar a estos puntos criticos.
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® Crecimiento y decrecimiento de funciones

Sea f una funcién definida en un intervalo I
» La funcién f es estrictamente creciente en el intervalo I si cumple

u-1!+un\7

r1 < Ty — f(xl) < f(.%‘g) CIENCIAS

» La funcién f es estricta- M
al

mente decreciente en el inter-
valo I si cumple

creciente

Ty < 29 = f(21) > f(72)

Una funcién mondétona es
aquella que es estrictamente
creciente o estrictamente decre-
decreciente ciente. El andlisis de la mono-

tonia de una funcién si se hace
~ de forma algebraica suele ser
complicado . El estudio del signo de la derivada nos permite estudiar la mono-
tonia de una forma ma&s sencilla.

decreciente
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Teorema 1.1. (Test de Monotonia) Sea f(x) una funcién continua en el
intervalo I = [a,b] y derivable en el intervalo abierto (a,b).

Test de crecimiento Si f'(z) > 0 Test de decrecimiento Si f'(z) < 0
en el intervalo (a,b), entonces f es en el intervalo (a,b), entonces f es
estrictamente creciente en [a, b]. estrictamente decreciente en [a, b].
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Ejemplo 1.6. Estudiar la monotonfa de la funcién f(z) = 2> — 1 en el
intervalo [—1, 2] AN
Solucién: Hallamos f', f'(x) = 2z como f'(z) = 0= x = 0, se tiene

(‘!1-51\;:‘:1\5
T | —oo 0 400
y - 0+ Mal
y N 0

La funcién es estr. decreciente en [—1,0) y estr. creciente en (0,2). El
punto z = 0 es un minimo local y global en el intervalo [—1, 2]. (I

Ejercicio 3. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de:
o) f(z) =z* — 222 b) g(z) = 42® — z*
Ejercicio 4. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de:

a) f(x):mT b) gz) =23 — 222 +1

DERIVADA.

Ejercicio 5. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de:
1

a) f(z) = 2? — Ing? b) g(x) = GIDE=0 4: >>
<4 Doc Doc »
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2. Test de maximos y minimos con la 1* derivada

Teorema 2.1. (Test de Clasificacién de Puntos Criticos) Sea f(x) una fun-

cién y ¢ un punto critico de f Y e
CIENCIAS

a) Test de Maximo Local Si f es positiva a la izquierda de c y f’ es neg- ]\ 13' ‘
ativa a la derecha de ¢, entonces ¢ es un maximo local.

b) Test de Minimo Local Si f’ es negativa a la izquierda de c y f’ es pos-
itiva a la derecha de ¢, entonces ¢ es un minimo local.

¢) Test de Inflexién Si f'(¢) = 0 no cambia de signo a la izquierda y a la
derecha de ¢, entonces ¢ es un punto de inflexién.

Ejercicio 6. Clasifica los puntos criticos de las funciones:
0) f(@)=22% —w+3 b) f(z) = (z—1)e*

DERIVADA.

Ejercicio 7. Clasifica los puntos criticos de las funciones:
1
a) f(x):m—i—ﬁ b) f(x) =2 Inx << »>

Ejercicio 8. Clasifica los puntos criticos de las funciones: <
a) f(z) =z In’z b) f(z)=2>Inz <4 Doc Doc b
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3. La derivada segunda.Concavidad y convexidad.

Como hemos visto, la primera derivada f’ nos da informacién de ciertas
propiedades de la funcién f. Si derivamos f’ obtenemos la derivada segunda
que representamos por f”.

» ;Qué nos dice la f’?. Asf como f’ > 0 nos informa de que f es creciente,
de forma analoga f” > 0 nos informa de que Ma
f' es creciente. Esto se traduce, como mues-

tra la figura en que la curva estd por enci- concava
ma de sus tangentes, y decimos que tiene >0 3
concavidad hacia arriba o que es cénca- Q:
va. "
El caso de f” < 0 nos informa de que f’ es <>:
decreciente. Esto se traduce, como muestra la -
figura en que la curva esta por debajo de sus f<0 m
tangentes, y decimos que tiene concavidad hacia convexa ~
abajo o que es convexa. D

= Si f > 0 en un intervalo, entonces f es céncava, U.

= Si f”/ <0 en un intervalo, entonces f es convexa, N. << >
<
<4 Doc Docp
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Seccién 3: La derivada segunda.Concavidad y convexidad. 16
3.1. Clasificacién de maximos y minimos con f”

Sea x = a un punto donde f’(a) = 0, es decir = a es un posible méximo
o minimo. Si la funcién admite derivada segunda, el signo de f”(a), determi-
na el tipo de extremo.

» Si f'(a) =0y f'(a) >0,z =aes

céncava
un extremo con concavidad hacia arriba,
luego es un minimo relativo. >0
» Si f'la) =0y f'(a) <0,z = aes
un extremo con concavidad hacia abajo o
convexa luego es un maximo relativo.
» En el caso f”(a) = 0, no podemos decir
si £ = a es un maximo o minimo relativo.
f” <0
convexa

Minimo relativo  Méximo relativo
r=a r=a
Pl = 0 + + 0 —
fiN 3fle) 7|~ 3Ifla) \
fl/ f// > 0 f/l < O
Coéncava Concexa
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Seccién 3: La derivada segunda.Concavidad y convexidad. 17

3.2. Punto de Inflexién

Cuando en un punto (a, f(a)) la funcién cambia de concavidad se tiene un
punto de inflexién, y la tangente en el punto, si existe, atraviesa la funcién.

I fll < O f// < 0
f// >0 I f” >0
Punto Inflexion Punto Inflexion
r=a r=a
o+ 0 = -+
FI[U 3@ n FIIn 3@ U

» ATENCION Para que exista punto de inflexién es necesario que exista f(a),
y cambie de concavidad en a.

No es necesario que estén definidas f’(a) ni f”(a), pero si f”(a) es continua
en = a entonces debe ser x = 0.

DERIVADA.
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Seccién 3: La derivada segunda.Concavidad y convexidad. 18

Ejemplo 3.1. Estudiar la concavidad, convexidad y puntos de inflexién de
la funcién, f(z) = 2 — 3z + 4.

Solucion: Hallamos f” derivando dos veces,
fl(z)=322-3  f'(z) =6z
Resolvemos " =0, f"(z) =6z =0=2=0

T | —o0 0 400
77 _ 0 + Punto de inflexién 1(0,4)
/ n_f(o v

Ejemplo 3.2. Estudiar la concavidad, convexidad y puntos de inflexién de
la funcién, f(z) = z* — 622

Solucion: Hallamos f” derivando dos veces,
fl(x) =423 —12¢  f'(x) = 1222 — 12
Resolvemos f” = 0,f"(z) =122 — 12 =0 =z = +1

r | —oo -1 1 +o0 Puntos de inflexién
I + 0 - 0 + I(-1,5)
i U fED 0 f@mM U I(1,5)

O
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Seccién 3: La derivada segunda.Concavidad y convexidad. 19

Ejemplo 3.3. Estudiar la concavidad, convexidad y puntos de inflexién de

1
la funcién, f(x) = =

Solucion: Es importante determinar el dominio. Dom(f) = R — {0}.
Hallamos f” derivando dos veces,

1 2
fo) =% fa-2
2
Resolvemos f” = 0,f"(z) = — #0 Vz. No tiene puntos de inflexién.
23
T | —o0 0 +00
i I
f n A U

d

Ejercicio 9. Estudiar la concavidad, convexidad y puntos de inflexién de las
funciones:

a) f(&) = (- 2)" b) glx) = ze”

Ejercicio 10. Estudiar la concavidad, convexidad y puntos de inflexion de
las funciones:

a) f(z) =n(z+1) b) g(z =
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Seccién 3: La derivada segunda.Concavidad y convexidad. 20

EJercicio 11. Hallar los méaximos, minimos y puntos de inflexién de las
funciones:

@) ilE) ==° =62 <t (0) J(@) = o' 2%

(c) f(z) = z* + 222, d) f(z) = =
x? —

(e) f(z) =€"(z—1). (f) f(z) = 1

Ejercicio 12. La funcién f(x) = 234 ax?+bx +c, tiene un punto de derivada
nula en (1, 1), que no es un extremo relativo. Razonar el valor de a,b y c.

Ejercicio 13. La funcién f(z) = 23 +a2?+bx+c, tiene un punto de derivada
nula en (1, 1), que no es un extremo relativo. Razonar el valor de a,b y c.

Ejercicio 14. La funcién f(z) = ax® + ba® + cx + d, tiene como tangente en
el punto de inflexién (1,0),la recta y = —3z + 3, y presenta un extremo en el
punto de abcisa z = 0

Ejercicio 15. Hallar el valor de by m para que la curva y = 2> +bz? +ma+1
tenga un punto de inflexién en el punto (0,1), y la pendiente de la recta
tangente en ese punto valga 1.

Ejercicio 16. Representa una funcién continua con las siguiente informacién:

x —00 1 “+00
/! + 1 4
fll _ +
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Seccién 3: La derivada segunda.Concavidad y convexidad. 21

Ejercicio 17. Representa una funcién continua con las siguiente informacién:

x —0o0 X1 T2 T3 “+00
f + 0 + 1 + 0 -
f7 - 0 + 0 - — -

Ejercicio 18. La funcién f(z) = aa® + ba® + ca + d, tiene como tangente en
el punto (1,1),la recta y = —z + 2, y presenta un extremo en el punto (0, 2).

Ejercicio 19. Determinar el polinomio p(z) = ax® + bx? + cx + d, que tiene
1y 2 como raices, pasa por (—1,24) y tiene un minimo relativo en z = 1.

Test. Si una funcién f(z) tiene recta tangente en el punto (a, f(a)) entonces
existe f'(a)

(a) Verdadero (b) Falso

Test. Si f’(c) no existe entonces existe z = ¢ es un punto critico.
(a) Verdadero (b) Falso

EJERCICIO 20. Estudiar la concavidad, convexidad y puntos de inflexién de
las funciones:

(a) f(z) =23 — 3z + 4. (b) f(z) = z* — 622
(¢) f(z) = (z —2)" (d) flz) = ﬂéem~

(e) f(z) =In(z+1). —r
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Ejercicio 21. Halla los intervalos de concavidad y convexidad de

f(z) = z|=|
: . . s E\ e
y comprueba que existe un punto de inflexién en x = 0 a pesar de que no canens
existe f”(O). CIENCIAS

Ejercicio 22. En al figura se muestra el grafo de una funcién f(x). Completar ]\ 4 a
en al tabla el signo positivo, negativo o cero en los puntos del grafico para f,

iyt

Punto | f | f | f” <ﬂ.
A C g
B B >
C D =
D =
E ~ D

<4 Doc Doch
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4. Teoremas de funciones derivables

4.1. Teorema de Fermat

Teorema 4.1.

El reciproco de este teorema no es
cierto, como se aprecia en el grafi-

CO.

Los puntos ¢; y c3 son extremos E

con tangente horizontal,
fller)=0 fes)=0

Sin embargo en ca, f'(c2) =0y el

punto no es extremo.

Sea f(x) una funcién definida en el intervalo I. Si ¢ un

extremos local y existe f’(c), entonces f'(c) = 0.

Cq G C3

Volver Cerrar
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Seccién 4: Teoremas de funciones derivables 24

Inicio del Test Indicar si en general son verdaderas las siguientes afirmaciones:
1. Si f(x) es continua en 2 = a entonces es derivable en 2 = a

D Verdadero I:l Falso

2. Si f(z) es derivable en z = a entonces f(x) es continua x = a
D Verdadero I:l Falso

3. Si c es un extremo local de f(x) entonces f'(c) =0
D Verdadero D Falso

4. Si ¢ es un extremo global de f(x) entonces f'(c) =0

D Verdadero D Falso

5. Si f'(c) = 0 entonces c es un extremo local de f(z)

D Verdadero D Falso
Final del Test

[Puntos: |  Correctas |
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4.2. Teorema de Rolle

MATICAS

Teorema 4.2. (Teorema de Rolle)

Sea f(x) una funcién continua en el intervalo I = [a, b]

fla) = f(b) = 3Jce€ (a,b) con f'(c) =0 (1)

existe f’ en (a,b)

Interpretacion grafica. El teore-
ma asegura para las funciones con-
tinuas en un intervalo cerrado, y
derivables en todo punto interior
del intervalo la existencia de al
menos un punto donde la derivada
se anula y por tanto tiene una tan-
gente horizontal.

La figura muestra una funcién

DERIVADA.

<4< > >
con dos puntos ¢; y co donde se
a ¢ c2 p <
cumple.
<4 Doc Docp
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Observaciones al teorema de Rolle:

Si las funcion no es continua en el intervalo
cerrado no se puede asegurar la existencia de
al menos un punto donde la derivada se an-
ula. Por ejemplo, en la figura se muestra una
funcién continua en (a, b] ya que es discontin-
ua en el extremo a, y que cumple las demas
condiciones.

Si las funcién no es derivable en todo pun-
to interior del intervalo no se puede asegurar
la existencia de al menos un punto donde la
derivada se anula. Por ejemplo, en la figura se
muestra una funcién que no es derivable y que
cumple las demas condiciones..

26
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r=A+iu

s=B+py
CIENCIAS

DERIVADA.

<4< > >
A |
<4 Doc Doch

Volver Cerrar
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Ejercicio 23. Comprobar que la funcién f(x) = 2 — 18z verifica el teorema
de Rolle en el intervalo [0, 3\/5], y hallar el punto cuya existencia asegura el
teorema.

Ejercicio 24. Calcular los valores de a,b y ¢ para que la funcién

ar +c r <4 Ma:

f(:v):{ —224+10z+b 4<z

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [2, 6].

Ejercicio 25. Calcular los valores de a,b y ¢ para que la funcién

ar+b xz<1
€T) =
f(@) {x2+cx 1<z

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [—2, 2].

Ejercicio 26. Calcular los valores de a,b y ¢ para que la funcién

22 —122+1 0<z<1
-

DERIVADA.

ar’ +br+c l<az<2

cumpla las hipdtesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, 2]. << >
<
<4 Doc Doch»

Volver Cerrar
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4.3. Teorema del Valor Medio

Teorema 4.3. (Teorema del Valor Medio)(Lagrange)

que verifica

Sea f(z) una funcién continua en el intervalo I = [a, b] y derivable
en el intervalo abierto (a, b). Entonces existe un nimero ¢ € (a,b)

Interpretaciéon  grafica. El
término de la derecha en (2) es la
pendiente de la cuerda AB.

El teorema asegura que existe un
punto ¢ € (a,b) donde la tangente
tiene la misma pendiente que la
cuerda AB, es decir, donde la
tangente es paralela a la cuerda.

2>

28
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MATEMATICAS
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DERIVADA.

<4< > >
A |
<« Doc Doch

Volver Cerrar
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Ejemplo 4.1. Comprobar que la funcién f(z) = |z — 2| no cumple las condi-
ciones del teorema del valor medio en [0, 3].

Solucion: Como
—x+2 0<z<2

f(x):{ z—2 2<x<3
no es derivable en el punto z = 2 € (0, 3), pues
fle-)=-1#f02+H=1
no se cumplen las condiciones del teorema del valor medio. (I
Ejercicio 27. Aplicar el teorema del valor medio en el intervalo [—1,2] a la

funcién

flz) =2

Ejercicio 28. Aplicar el teorema del valor medio en el intervalo [0,2] a la
funcién
f(z) =42® -5z +1

Ejercicio 29. Para la funcién f(z) = 3z%, encontrar un punto en que la
tangente a la curva en dicho punto sea paralela a la cuerda que une los
puntos en (0,0) y (4,48).

MATEMATICAS

2° Bachillerato

DERIVADA.

<4< > >
A |
<4 Doc Doch

Volver Cerrar
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Soluciones a los Ejercicios

1—
Ejercicio 1. Siendo f(z) = il en el intervalo [—1, 2]
1+ |z|
2
1+2 -1<z<0 —(1—35)2 -1<z<0
fl@y=q 1% = f@) =1 ' _
0<xr<2 — O<z<2
1+x (1+ )2

Como f'(07) =2 # f(07) = —2, f'(0), no existe y x = 0 es el tinico punto
critico de f en [—1,2].

45 -1 0 2
f)y| o 1 -1/3

Los valores extremos en [—1, 2] son:

Tmin = 2 Tmax = 0

Ejercicio 1

MATEMATICAS
2° Bachillerato

L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS

=

DERIVADA.
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Ejercicio 2. Siendo f(z) = |1+ 2| en el intervalo [—2, 2]
1422 ’
2
11—z e+ 2x—1
— 2<zx< -1 ———— 2<z<-1
=] ¥ =r= P (1+a2)2
B L+ ) —x?2 -2z 41
—-1l<z<2 v s <
11 22 e 1<z <2

Como f'(=17) = =1/2 # f'(=1") = 1/2, f'(-1), no existe y es

punto critico de f en [—2,2]. Resolvemos
flf=0=2+20-1=0=2=-1+£+2
Solo vale zo = —1 ++V2 € (—1, 2], luego otro punto critico es

V2
z2=v2—-1| con f(vV2-1) = —""— ~1,207
2 f( ) 4_2\/5

r | -2 -1 Vv2-1 2

fl@) |15 0 1,27 3/5
Los valores extremos en [—2,2] son:

Tmin = =1 Tmazr = \/5_ 1

Ejercicio 2

MATEMATICAS

2° Bachillerato

<

s=B+u;
CIENCIAS

=

DERIVADA.

<« Doc

Volver
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Prueba del Teorema 1.1. La demostracion es facil a partir del Teorema
del Valor Medio. Sean x1,xo € I con 1 < . Apliquemos el teorema en el
intervalo [z1, 23], existe un valor ¢ cumpliendo

f’(c) _ f($2) - f(-’ﬁ)

T2 — 1
Entonces como x5 > z1 de la expresién anterior se sigue que f(x2) > f(x1)
y por tanto f es estrictamente creciente en [a, b]. |

>0

MATEMATICAS

2° Bachillerato
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Ejercicio 3.

a) Sea f(x) = x* — 22% Resolvemos f =0

flz) =42 —42=0=42(x - 1)(z+1)=0= 2 =0,+1

x | —o0 =l 0 1 +00
— 0 + 0 — 0 -+
N -1 20N -1 S
b) Sea g(x) = 42> — z*. Resolvemos ¢’ = 0

gdx) =120 — 423 =0 = 42?3 —2) =0=12=10,3

iy

~

—00 0 3 +o00
' + 0 + 0 -
g S0 2T N

Ejercicio 3

MATEMATICAS

2° Bachillerato

L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS

=

DERIVADA.
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Soluciones a los Ejercicios ;
2° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 4.

a) Sea f(z) = x% Con Dom(f) = R — {2}. Resolvemos [ =0

B

1 s=B+u;
4 S ——— Ve e R—1{2 CIENCIAS
fe) =~ ogp reR-{2)
Luego f es estrictamente decreciente.
b) Sea g(z) = 2® — 22% 4 1. Resolvemos ¢’ = 0

gd(@) =322 -4 =0=23x—-4)=0=2=10,4/3

=

x| —o0 0 4/3 +o0
' + 0 - 0 +
g /0N f4/3) S

Ejercicio 4

DERIVADA.
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Ejercicio 5.
a) Sea f(x) = x> — Inz?. Con Dom(f) = R — {0} Resolvemos f' =0

2
fllz)=20-==0=212-2=0=z==1
€T

2z —1)(z + 1)

fia) =222
x | —oo —1 0 1 +00
I = U F @ = W &
f N 3N S
b) Sea g(z) = m Con Dom(g) = R — {—1,4}. Resolvemos
=0
I , 2z -3
g(az)——(x+1)2(x_4)2 =0=2x=3/2
xr | —00 é +o00
2
g + 03 —
g N fG) S

Ejercicio 5

MATEMATICAS

2° Bachillerato

L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS

=

DERIVADA.

<4<
A |
<« Doc

Volver
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Soluciones a los Ejercicios ;
2° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 6.
a) Sea f(x) = 22* —z + 3. Resolvemos f' =0

flo)=4z—-1=0=2=1/4 e
x | —00 1/4 Foo CIENCIAS
L 15 M
f \ a4

Minimo m ( i )

b) Sea f(z) = (x — 1)e”. Resolvemos f' =0
fllx)=2e"=0=2=0

T | —00 0 400
f 0 +
/ \ fo=-1

DERIVADA.

Minimo m (0, —1)

Ejercicio 6
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2° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 7.
1 1
a) f(x) =+ P Sea f(z) =« + o Dom(f) = R — {0}. Resolvemos
fi=0 s
2 ~1E “IAS
f/(gg)zl—;:0:>x3_2:0:>x:\a/§ CIENCIAS

Punto critico z = V/2, pues = = 0 ¢ Dom(f)

=

T | —00 0 V2 +o00

Fil + # - 0+

! ;S BN V2 o
Minimo m (\3/5, f(f'/i))

b) f(z) =z lnz. Sea f(z) =z Inz.
Dom(f) = (0,00)
Resolvemos f/ =0

flzx)=lnz+1=0=z=¢"

DERIVADA.

z |0 et +o00
/
f = 071 + <<
N fle) [/ <
Minimo m(e™!, —e™1)
<« Doc
Ejercicio 7
Volver
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Ejercicio 8.
a) f(z) =z In*z. Sea f(z) =z In®z.
Dom(f) = (0,00)
Resolvemos f' =0

fl(z)=lnz(lnz+2)=0=x=1,e2

x | 0 e ? 1 400
f + 0 - 0 +
/ / 4eT? N\, 0

Méximo M(e™2,4e™%)  Minimo m(1,0)
b) f(z) =2% Inz. Sea f(z) = 2% Inz.
Dom/(f) = (0,00)
Resolvemos f' =0

flx) =z@2Inz+1)=0=—z = ¢ /2

xz | 0 e 1/2 +o00
f — 0 +
f N flem?)

-1/2 _l)

Minimo m(e™"/=,
2e

MATEMATICAS
38 ’ )
2° Bachillerato

L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS

=

DERIVADA.

<<
<
. <« Doc
Ejercicio 8 ]
Volver
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Ejercicio 9.
a) Sea f(z) = (x — 2)*. Hallamos f”
fll@)=4(z-2°  f'(z) =12(z - 2)?
Resolvemos f” =0

@) =12z -2 =0= 2 =2

x —00 2 +o00
1 + 0  +
f U f(2 U

No tiene puntos de Inflexién.
b) Sea g(x) = ze”. Hallamos g"”
g@) =(@+1e" ¢"(z)=(z+2)e"
Resolvemos ¢’ = 0

J'(2)=(2+2)e"=0= (z+2)=0= 2= -2

—00 =2 +o00
= 0 +
n f(-2) u

Punto de inflexién I(—2, —2¢~2)

xX
g"
g

Ejercicio 9

MATEMATICAS

2° Bachillerato

L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS

=

DERIVADA.

<« Doc

Volver
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Ejercicio 10.
a) Sea f(z) =In(x +1). Dom(f) = (=1, 00). Hallamos f”
/ . 1 " _ 1
e =1 'O="Grp

» Como f” # 0 no tiene puntos de inflexién.
» Como f”" <0  Vz € Dom(f), es siempre convexa.

2—z
b) Sea g(z) = 1

. Dom(g) = R — {—1}. Hallamos g¢”

3 6
/ _ 1" —
= Como ¢’ # 0 no tiene puntos de inflexién.
= Concavidad y convexidad:

T | —o0 -1 +o00
gl/ _ ﬂ +
g n 3 U

Ejercicio 10

MATEMATICAS

2° Bachillerato

L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS

=

DERIVADA.
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Ejercicio 11(a) Sea f(x) = 2 — 62% + 92. Resolvemos ' =0
flx) =322 -1224+9=0=3(2>-4r+3)=0=2=1,3

x | —oo 1 3 +00

f + 0 — 0 +

f /S o4 N 0/
Méximo M (1,4) Minimo m(3,0)

Resolvemos f” =0

ff(@)=6x-12=0=6(x—2)=0= 1z =2

x —00 2 +00
" — 0 +
f n_ f(2=2 U

Punto de inflexién 1(2,2)

MATEMATICAS
41

2° Bachillerato

L, r=A+Au

B

s=B+u;
CIENCIAS

=

O

DERIVADA.
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Ejercicio 11(b) Sea f(x) = z* — 22°. Resolvemos f’ =0

fl(z) =423 —62° =0 = 22%(22 —3) =0 = £ =0, 3/2
x | —o0 0 3/2 +00
I - 0 - 0 +
f NSO N FB/2) /
Minimo m(3, £(5)) = (5, 10)

Resolvemos [ =

f'(z) =122 - 122 =0 = 122(x — 1) =0 =z = 0,1
z | —oo 0 1 +o00
f" + 0 - 0 +
f u fO n f@) U

Puntos de inflexién 1;(0,0) I2(1,-1)

MATEMATICAS
42 ’ )
2° Bachillerato

L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS

=

O

DERIVADA.
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Ejercicio 11(c) Sea f(z) = * + 22°. Resolvemos f' = 0
flz) =423 +42=0=42(x’ +1)=0=2=0

T | —00 0 +o00
f — 0 +
/ N f(0)

Resolvemos f” =0

f(z) =122° +2#0 Vo= no se anula

Minimo m(0, 0)

no tiene puntos de inflexién. Como

la funcién es céncava.

" (x) > 0Vz

43
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L, r=A+Au

B
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=

DERIVADA.
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Ejercicio 11(d) Sea f(z) = 1‘2#_'_1 Resolvemos f' =0
, 2z
f(g:):—m202>2x202>m=0
x | —oo 0 +00
f + 0 -
f /O N
Méximo M (0, 1)
f”:O:>f"(x):61;2—_2:0:>6x2—2:0:>x:i
(22 +1)3
1 I
r | —00 _ﬁ % +00
f’ + 0 — 0 +
f U f() N fl) U
. L 1 3 1 3
Puntos de inflexién Il(——3, Z) Ig(ﬁ, Z)

V3

MATEMATICAS
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L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS

=

DERIVADA.



http://personales.unican.es/gonzaleof/

MATEMATICAS
45

Soluciones a los Ejercicios ;
2° Bachillerato

Ejercicio 11(e) Sea f(z) = e"(z — 1). Resolvemos f' =0
f(@)=2e"=0=2=0

L, r=A+Au

r | —o0 0 +00 f:;\,.v ‘
f, — 0 + CIENCIAS
f N f(0) /S M4

T | —0o -1 400
f - 0 +
f n_ f(-1) u

Punto de inflexién I(—1, —2e™1)

O

DERIVADA.
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2
=1
Ejercicio 11(f) Sea f(z) = z . Con Dom(f) = R — {0}. Resolvemos
=0
22 +1
Pl ="t 20

Como f'(z) >0 Va € Dom(f) es siempre creciente.
Resolvemos f” =0

f(g) =~ 2% #0

Como f'(z) #0 Vo € Dom(f) no tiene puntos de inflexién.

O

MATEMATICAS

2° Bachillerato

L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS

=

DERIVADA.
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Soluciones a los Ejercicios .
2° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 12. Como f(z) = z* + ax® + bz + ¢,
fl(z) =322 +2ax+b  f'(z)=6z+2a ‘
= f pasa por (1,1), luego f(1) =1 =|1+a+b+c=1 iy
CIENCIAS
» Derivada nula en (1,1) luego = f/(1) = 0 = | 3+2a+b=0

» (1,1) es punto de inflexién, luego f”(1) = 0 = | 6+2a=0
Resolviendo el sistema se obtiene

=-3 b=3 ¢c=-1

=

a
y la funcién pedida es f(z) = 2® — 32% + 3z — 1 Ejercicio 12

DERIVADA.



http://personales.unican.es/gonzaleof/

MATEMATICAS
48

Soluciones a los Ejercicios .
2° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 13. Como f(z) = z* + ax® + bz + ¢,
fl(z) =322 +2ax+b  f'(z)=6z+2a ‘
= f pasa por (1,1), luego f(1) =1 =|1+a+b+c=1 iy
CIENCIAS
» Derivada nula en (1,1) luego = f/(1) = 0 = | 3+2a+b=0

» (1,1) es punto de inflexién, luego f”(1) = 0 = | 6+2a=0
Resolviendo el sistema se obtiene

=-3 b=3 ¢c=-1

=

a
y la funcién pedida es f(z) = 2® — 32% + 3z — 1 Ejercicio 13

DERIVADA.
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Ejercicio 14. Como f(x) = az® + bx? + cx + d,
f'(x) =3az* +2bx +c  f'(z) = 6ax +2b
= (1,0) es punto de inflexién = (1) = 0 =
» y = —3x + 3 es tangente en (1,0), luego f'(1) = -3

3a+2b+c=-3

= f pasa por (1,0), luego f(1) = 0 = |a+b+c+d=0

» En 2 = 0, hay un extremo, luego f'(0) =0 =
Resolviendo el sistema se obtiene

a=1 b=-3 ¢c=0 d=2
y la funcién pedida es f(x) = 23 — 322 + 2

Ejercicio 14

MATEMATICAS

2° Bachillerato

49
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B
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CIENCIAS

=

DERIVADA.
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Soluciones a los Ejercicios ;
2° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 15. Como f(z) = x* + ba?® + ma + 1,
fl(x) =322 +2bx+m  f"(x)=6x+2b ‘
= (0,1) es punto de inflexién, luego f”(0) =0 = -pews

CIENCIAS
» Derivada en x = 0 vale 1, luego = f'(0) = 1 =
Resolviendo el sistema se obtiene

b=0 m=1
y la funcién pedida es f(z) = 2% + 2 + 1 Ejercicio 15

=

DERIVADA.
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Ejercicio 16. Por ejemplo

r | —00 T +00
/! 1+
f” +
A
m=1
|
|
|
|
|
|
|
|
:
T "

51

Ejercicio 16

MATEMATICAS

2° Bachillerato

ny
CIENCIAS

=

DERIVADA.
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Ejercicio 17.

MATEMATICAS
52 A
2° Bachillerato

ny
CIENCIAS

=

Ejercicio 17

DERIVADA.
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Soluciones a los Ejercicios .
2° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 18. Como f(x) = az® + bx? + cx + d,
f'(x) =3az* +2bx +c  f'(z) = 6ax +2b ‘
» f pasa por (1,1), luego f(1) =1=|a+b+c+d=1 ot
CIENCIAS
= f pasa por (0,2), luego f(0) =2 =
» La pendiente en z =1 es —1 = f'(1) = -1 = | 3a+2b+c=-1

» Un extremo en z = 0, luego = f'(0) = 0 =
Resolviendo el sistema. se obtiene

a=1 b=-2 ¢c=0 d=2
y la funcién pedida es f(z) = 2® — 222 4 2 Ejercicio 18

=

DERIVADA.
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Soluciones a los Ejercicios .
2° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 19. Como p(z) = ax® + bx? + cx + d,
p'(z) =3a2® +2bx+c¢  p'(z) = 6ax +2b

» f pasa por (—1,24), luego p(—1) = 24 = |-a+b-c+d=24 iy
CIENCIAS
» 2 =1 es una raiz , luego p(1) = 0 = | a+b+c+d=0

» 2 =2 es una rafz , luego p(2) = 0 = | 8a+4b+2c+d=0 |

» Un minimo en z = 1, luego = p/(1) = 0 =
Resolviendo el sistema se obtiene
a=-2 b=8 c=-10 d=14
y el polinomio pedido es p(z) = —2x% + 82 — 10z + 4 Ejercicio 19

=

DERIVADA.
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Ejercicio 20(a) Sea f(r) = 2® — 3z + 4. Hallamos f”

f'(z) =322 -3

Resolvemos f” =0

' (x) =6z

fl(z)=6z=0=2z=0

T | —oo 0 +00
" — 0 +
f n_f0) U

Punto de inflexién 1(0,4)

55
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L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS

=

DERIVADA.
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Ejercicio 20(b) Sea f(x) = z* — 6% Hallamos f”

fl(z) =42® —12¢  f'(z) =122% — 12
Resolvemos f” =0

f'(z) =122 —12=0 =z = +1

T | —oo =1l 1 400

[’ + 0 - 0 +

f u f=1) n f@m U
Puntos de inflexién I; (-1, 5) Ir(1,5)

56
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L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS

=

DERIVADA.
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Ejercicio 20(c) Sea f(z) = (z — 2)*. Hallamos f”
F@)=4@-2°  ['(2) =12 -2’
Resolvemos f” =0
fllx)=12(z-2)°=0=z=2
r | —o0 2 +00
[’ + 0
f u_f2
No tiene puntos de Inflexion. O

MATEMATICAS

2° Bachillerato

L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS

=

DERIVADA.
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Ejercicio 20(d)

Resolvemos f”

f(x) =

Sea f(x) = xe”

. Hallamos f”

fll@)=(z+1)e® f'(z)=(z+2)e"
=0
(z+2)e*=0= (z+2)=0=2=-2
z | —o0 —2 ~+00
1 = 0 +
f n_f(=2) U

Punto de inflexién I(—2, —2¢~2)

MATEMATICAS

58 2° Bachillerato
, r=A+iu
B
s=B+py
CIENCIAS

DERIVADA.
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Ejercicio 20(e) Sea f(z) =1In(z +1). Dom(f) = (—1,00). Hallamos f”
1 1
/ _ 1 - _
f(x)_x-l-l (=) (z+1)2

« Como f” # 0 no tiene puntos de inflexién.

= Como " <0 Va € Dom(f), es siempre convexa.

MATEMATICAS

2° Bachillerato

L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS

=

DERIVADA.
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Soluciones a los Ejercicios 60
Ejercicio 20(f) Sea f(z) = 2_T31: Dom(f) = R — {-1}. Hallamos f”
&
3 6
/ _ " _
f@=—Gre TO=gzp

» Como f” # 0 no tiene puntos de inflexién.

= Concavidad y convexidad:

T | —00 -1 +o00
/” - 7 +
f n 3 U

O

MATEMATICAS

2° Bachillerato

L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS

=

DERIVADA.
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 21. Siendo S
2
-z <0
) = sl = { 2 0<uz B
2 z<0 2 <0 EIENCE
f(@) = f'(@) =
2x 0<zx 2 0<zx M
Como a
z | —o0 0 400
f - 3 4
f n 0 U
El punto # = 0 es un punto de Inflexién y f”(0) no existe. Ejercicio 21

DERIVADA.
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 22.

Punto | f | f' | f”
A oo
B |+|+]|-
c |+]|0]| -
D |+|-|-
E | -|+|+

MATEMATICAS
62 )

chillerato

<

s=B+u\7
CIENCIAS

=

Ejercicio 22

DERIVADA.
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Soluciones a los Teoremas 63

Prueba del Teorema 4.1. Razonamos para el caso en que ¢ es un minimo
local. (andlogo para el caso de un méximo local). Entonces existe un intervalo

J, donde
f(@) = fle) =zeJdnI (3)
La derivada por la izquierda en ¢, f'(c7) es

St~ 1020 }:m_) = m JEEN IO o

La derivada por la derecha en ¢, f'(ct) es

f(c—i—h})l;{)(c) >0 } — Je) = lim, fle+ h}i — £ 5

Puesto que existe f'(c) = f'(¢”) = f'(c"), las desigualdades anteriores
0< f(e)=f'(c7)=f(c") <0

implican que f'(¢) =0 <

MATEMATICAS

2° Bachillerato

, r=A+iu

A

B
s=B+py

CIENCIAS

=

DERIVADA.

<4< > >
A |
<4 Doc Doch

Volver Cerrar
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MATEMATICAS

Soluciones a los Teoremas 64 ;
chillerato

Prueba del Teorema 4.2. Siendo continua en [a,b], la funcién f tiene un
valor méximo (absoluto) M y un valor minimo (absoluto) m en este intervalo.
Distinguimos dos casos:

» Si f es constante, es M = m = f(a) = f(b) = cy f'(xz) = 0 para todo
x € [a,b].

= Si f no es constante en [a,b], es M > m y no puede verificarse f(a) = Ma, |
f(b) = m = M. Por tanto existe un punto interior de [a,b] que es
un maximo o un minimo absoluto. Para ese valor, que también es un
extremo relativo donde la funcién es derivable, se tiene por el teorema
de Fermat que la derivada vale cero.

D |

DERIVADA.

<4< > >
A |
<4 Doc Doch

Volver Cerrar
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Soluciones a los Ejercicios 65

Ejercicio 23. Siendo f(z) = 2° — 18z se cumplen las hipétesis en [0, 3v/2],
pues:

= f(z) es continua en [0,3v/2] por ser una funcién polinémica.

= f(z) es derivable en (0,3v/2) por ser una funcién polinémica.

= Como f(0) =0y f(3v2) = 0, la funcién tiene el mismo valor en los M
extremos del intervalo. al

Luego el teorema asegura la existencia de al menos un punto ¢ € (0, 3\/5)
donde la derivada se anula. Como

f/(x) =32% —18
fl() =322 -18=0=z==+V6

luego el valor que asegura el teorema es ¢ = V6 Ejercicio 23

DERIVADA.

<4< > >
A |
<4 Doc Doch

Volver Cerrar
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MATEMATICAS

66

Soluciones a los Ejercicios 20 Bachillerato
Ejercicio 24. Siendo i
ar +c T <4 , a x <4 \
) = = f(z) = —\
f(@) {—x2+10x—|—b 4<zx F'(@) {—2m+10 4 <z s
CIENCIAS
= f(2)=2a+c=f(6)=24+b=|2a+c=24+0|
» Continuidad en [2, 6], M a
lim f(z) = lim ax+c=4a+c
“”174 @) = 1 %42“0 it —[4at+c—b=2)| )
Tl = B =frieib <
» Derivabilidad en (2,6), <Qﬂ
"47) = a
R S ey =
rat) = 2 =
1 9 =
Resolviendo el sistema se tiene, a = _Z_L’b =—19yc= 1 Ejercicio 24 Q

<4<
A |
<« Doc

Volver
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Ejercicio 25. Siendo

67

f(x)z{ ar+b <1 ﬁf’(z)z{ a <1

Pt 1<z

» f(-2)=-2a+b=f(2)=4+2c=|-2a+b=4+2|
» Continuidad en [-2,2],

lim f(z) = limax+b=a+Db
z—1- r—1-
. o . 2 o
lm g = o=k
» Derivabilidad en (—2,2),
fas)y = a
—t =92
L

1 9
Resolviendo el sistema se tiene, a = _Z_L’b =—lyc= 1

2c+c 1<z

= |la+b=1+c

Ejercicio 25

MATEMATICAS

2° Bachillerato

L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS

=

DERIVADA.
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2° Bachillerato
Ejercicio 26. Siendo A//’ Ca
2 —12c+1 0<z<1 [ 322-12 0<z<1 T\ B
= ¢
ar?+br+e 1<z<2 2z +b 1l<zxz<2 Y e

CIENCIAS

= f(0)=1=f(2)=4a+2b+c=|1l=4da+2b+c|

» Continuidad en [-2,2], Ma 1

f17) = lim 2® — 12241 = —10 '
r—1—

:>|a—|—b—|—c:—10|

fat) = linll+ax2+bx+c:a—|—b+c
» Derivabilidad en (—2,2),
Fa) = -9
-
FY) = 2a+b et

Resolviendo el sistema se tiene, a = 20,b = —49 y ¢ = 19. Para hallar el valor
de € € (0,2) que cumple f'(£) = 0, resolvemos la ecuacién f'(x) = 0.

322 -12=0=2=42¢(0,1)

DERIVADA.

() =0 = 49
f@) 40m—49=0=>m:4—06(1,2) <4< >>
9 _— <
luego el valor que asegura el teorema es £ = 0 con f'(¢§) =0 Ejercicio 26 <«Doc Doc b

Volver Cerrar
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Soluciones a los Teoremas 69

Prueba del Teorema 4.3. Definimos la funcién
b) — f(a
6w) = fla) - LD o g
—a
Se tiene que G(a) = f(a) y G(b) = f(a), con G(x) continua y derivable por
ser suma de funciones continuas y derivables. Aplicando el teorema de Rolle,
existe un punto ¢ donde G’(c) = 0. La derivada de G(z) es ]\ /l 3

&) = f/(@) - 1O
luego
&)= 0= f(o) - DI
y de aqui
o= 1O =110

<« Doc

Volver
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Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 27.
Siendo f(x) = 3, aplicando el teo-

rema del valor medio en el interva-
lo [—1, 2] se obtiene

f2) = f(=1)=f'(c)-3
y como f'(c) = 3¢, se tiene

8—(~1) = 3¢*3 = € (-1,2)

MATEMATICAS

2° Bachillerato
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Soluciones a los Ejercicios
Ejercicio 28.
Siendo f(z) = 42 — 5z + 1, apli-

cando el teorema del valor medio
en el intervalo [0, 2] se obtiene

f(2) = f(0) = f'(c) - 2

y como f'(c) = 8¢ — 5, se tiene

7-(1) = (8¢-5)2 = €(0,2)

MATEMATICAS
71 ’ ;
2° Bachillerato

L, r=A+Au

B
s=B+py
CIENCIAS

=

DERIVADA.
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Soluciones a los Ejercicios 72

Ejercicio 29. Aplicando el teorema del valor medio en el intervalo [0,4] se
obtiene

y como f'(c) = 6c, se tiene

48 —0=6c-4 —
luego el punto en que la tangente a la curva es paralela a la cuerda que une
los puntos en (0,0) y (4,48) es

P(2,12)
Ejercicio 29

MATEMATICAS

2° Bachillerato

B

s=B+u;
CIENCIAS

=

DERIVADA.
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Soluciones a los Tests 73

Soluciones a los Tests

Solucién al Test: Puede existir la recta tangente en el punto (a, f(a)) sin
que exista la derivada en dicho punto. Por ejemplo la funcién

fl@)=Vx

tiene en el origen x = 0 como tangente vertical el eje OY y sin embargo

f(z) = V%

no existe f'(0). Final del Test

MATEMATICAS

2° Bachillerato



http://personales.unican.es/gonzaleof/
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Solucién al Test: Es falso. Para que © = ¢ sea un punto critico no basta
que no exista f’(c), ademds c tiene que estar en el dominio de f.
Final del Test

MATEMATICAS

2° Bachillerato

ny
CIENCIAS

=

DERIVADA.
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